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КОМПОЗИТНЫЙ НАБЛЮДАТЕЛЬ ЛИНЕЙНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЫ

С КВАЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ1

Для линейной нестационарной сингулярно возмущенной системы с ма-
лым параметром μ при части производных и квазидифференцируемы-
ми коэффициентами установлены условия существования и построены
μ-асимптотические композитные наблюдатели полного и редуцированно-
го порядков. Ошибка оценивания состояния с произвольным наперед за-
данным показателем экспоненциального убывания сходится к бесконечно
малой величине того же порядка малости, что и малый параметр. Век-
торы коэффициентов усиления наблюдателей выражены через коэффи-
циенты усиления не зависящих от малого параметра подсистем меньшей
размерности, чем исходная, а на параметры исходной системы накладыва-
ются требования более слабые, чем ранее известные. Приведен конструк-
тивный алгоритм расчета вектора коэффициентов усиления композитно-
го наблюдателя.
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1. Введение

Проблема оценивания cостояний динамических систем по доступной ин-
формации актуальна в связи с ее важностью для различных систем пози-
ционирования (определения местоположения) объектов управления. Однако
в реальных ситуациях непосредственное измерение вектора состояния может
быть затруднительно (по соображениям стоимости, из-за технологических
ограничений и т.п.). В таком случае оценивать состояния можно с помощью
специально построенной динамической системы, называемой наблюдателем
(оценщиком, эстиматором, идентификатором). На вход наблюдателя подает-
ся выходная функция исходной системы, а его состояние должно в том или
ином смысле приближать состояние исходной системы [1–6]. Если с увеличе-
нием времени состояние наблюдателя сходится к фазовому вектору системы,

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования Рес-
публики Беларусь в рамках государственной программы научных исследований Республи-
ки Беларусь на 2021–2025 годы (шифр задания «Конвергенция 1.2.04»).
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то наблюдатель называется асимптотическим. Если, кроме того, имеет ме-
сто экспоненциальная сходимость, то такой наблюдатель называется экспо-
ненциальным.

Определение наблюдателя впервые введено Люенбергером в его диссерта-
ции в 1963 г. (см. также [7, 8]). Он показал, что для каждой наблюдаемой ли-
нейной системы может быть спроектирован наблюдатель, который сам явля-
ется линейной системой, с ошибкой оценивания, стремящейся к нулю с задан-
ной скоростью. При этом задача построения наблюдателя сводится к выбору
коэффициента усиления, который рассчитывается по параметрам системы и
не зависит от выхода [8].

Сингулярно возмущенные системы (СВС) с малым параметром μ при ча-
сти производных широко распространены в приложениях в авиации, химии,
электротехнике, механике и др. как модели многотемповых процессов при
моделировании динамики летательных аппаратов, химических реакций, дви-
жений роботов-манипуляторов и т.п. (см. обзоры [9–13] и ссылки там). Для
СВС в зависимости от информации о малом параметре и потребностей прило-
жений можно рассматривать различные постановки задач наблюдения: при
известном значении малого параметра μ [14], при известном замкнутом ин-
тервале значений малого параметра μ ∈ [μ, μ]⊂ (0, μ0] [15], при неизвестном
значении малого параметра μ [16]. Выделяют также постановки в зависи-
мости от состава оцениваемых компонент: наблюдение как медленных, так
и быстрых компонент, или только медленных компонент (см. [10] и ссыл-
ки там). В приложениях точное значение малого параметра μ может быть
неизвестно. Поэтому важно, чтобы наблюдатели обеспечивали «хорошую»
оценку состояния всему μ-параметрическому семейству СВС при различных
реализациях параметра μ. Наблюдатели, обеспечивающие получение оценок
состояний системы в условиях, когда модель системы точно не известна, на-
зываются робастными наблюдателями.

В зависимости от размерности наблюдателя выделяют [1, c. 379] наблюда-
тели полного порядка, состояние которых имеет ту же размерность, что и со-
стояние наблюдаемой системы, а также наблюдатели пониженного порядка,
размерность состояний которых меньше (на размерность выхода). Выделение
в СВС быстрых динамик, при описании которых в модели появляется малый
параметр, позволяет дополнительно редуцировать наблюдатели.

Использование многотемповой структуры СВС позволяет при построении
наблюдателей оперировать системами меньшего размера, чем исходная – раз-
деленными по временным шкалам подсистемами медленных и быстрых дви-
жений (см. [14, 16, 17]). При этом коэффициенты усиления для наблюдателя
исходной СВС можно рассчитать в виде композиции коэффициентов усиле-
ния отдельно спроектированных наблюдателей медленной и быстрой подси-
стем. Такой подход для построения композитного [14] наблюдателя применя-
ется в [17] для линейных стационарных СВС (ЛССВС). В [16] для ЛССВС
введено понятие и обосновано построение μ-асимптотических наблюдателей,
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для которых ошибка оценивания состояния с произвольным наперед задан-
ным показателем экспоненциального убывания сходится к бесконечно малой
величине того же порядка малости, что и малый параметр. В [14] описа-
на конструкция μ-асимптотического наблюдателя полного порядка линейной
нестационарной СВС (ЛНСВС), однако правила построения таких наблю-
дателей там не приведены. Исследования по проектированию наблюдателей
медленных состояний нелинейных СВС можно найти в [18–21] и цитируемых
там работах.

Многие реальные динамические системы описываются моделями, парамет-
ры которых зависят от времени. Конструктивные методы анализа и синтеза
нестационарных систем удается получить для систем, приводимых к стацио-
нарным [22]. Нестационарные системы могут возникать при линеаризации
стационарных нелинейных систем. Линеаризация нестационарных систем мо-
жет приводить к уменьшению гладкости параметров системы. Использова-
ние аппарата квазидифференцирования [23, 24] позволяет расширить класс
нестационарных систем, для которых возможно получить конструктивные
результаты.

При рассмотрении детерминированных систем наблюдения оценивание со-
стояний предполагает наличие у системы определенного типа наблюдаемо-
сти. Для стационарной системы полная наблюдаемость гарантирует суще-
ствование асимптотического наблюдателя [2]. Для нестационарной системы
требуется ее равномерно полная наблюдаемость. Однако это свойство труд-
нопроверяемо в терминах коэффициентов исходной системы наблюдения и
поэтому с конструктивной точки зрения малоэффективно. Предложенный
в [5] подход на основе техники квазидифференцирования позволяет конструк-
тивно строить наблюдатели для равномерно наблюдаемых нестационарных
систем, при этом ослабить известные требования гладкости коэффициентов.

Вопросы наблюдаемости СВС изучались ранее автором в [25–30]. Вклад
данной работы состоит в том, что в отличие от [25–30] исследуется задача
конструирования наблюдателей; в отличие от [5] рассматривается сингуляр-
но возмущенная система; по сравнению с [14] разработан конструктивный ал-
горитм построения композитного экспоненциального наблюдателя ЛНСВС,
при этом ослаблены требования на гладкость параметров системы; в отличие
от [16, 17] рассматривается нестационарная СВС.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная нестационарная сингулярно возмущенная си-
стема (ЛНСВС)

ẋ(t) = A1(t)x(t) +A2(t)y(t), x ∈ R
n1 , y ∈ R

n2 ,

μẏ(t) = A3(t)x(t) +A4(t)y(t), t ∈ T = [t0,+∞),
(1)

со скалярным выходом

v(t) = c1(t)x(t) + c2(t)y(t), v ∈ R, t ∈ T = [t0,+∞).(2)
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Здесь μ – малый параметр, μ ∈ (0, μ0], μ0 
 1, x(t) – неизвестный век-
тор медленных переменных, y(t) – неизвестный вектор быстрых переменных,
Ai(t), i = 1, 4, cj(t), j = 1, 2, – непрерывные ограниченные на T матричные
функции соответствующих размеров и вектор-строки функции соответствен-
но, v(t) – измеряемая выходная функция.

Пусть в ЛНСВС (1) реализовалось некоторое фиксированное значение па-
раметра μ ∈ (0, μ0] и неизвестное начальное состояние

x(t0) = x0, y(t0) = y0, x0 ∈ R
n1 , y0 ∈ R

n2 ,(3)

которые в силу системы (1), (2) породили недоступный непосредственно-
му наблюдению процесс {(x(t), y(t)), t ∈ T} и измеряемую (без ошибок) вы-
ходную функцию v(t) = v(t, μ, x0, y0), t ∈ T . Требуется по известной функ-
ции v(t), t ∈ T, оценить неизвестное состояние (x(t), y(t)), t ∈ T . Для решения
этой задачи будем строить асимптотический наблюдатель.

Обозначим: n = n1 + n2, z′ = (x′, y′), z′0 = (x′0, y
′
0), символ «′» (штрих)

обозначает транспонирование. Определим по параметрам ЛНСВС (1), (2)
вектор-функцию c(t) = (c1(t), c2(t)), а также зависящую от параметра μ > 0
матричную функцию

A (t, μ) =

⎛
⎝ A1(t) A2(t)

A3(t)

μ

A4(t)

μ

⎞
⎠ .(4)

Тогда систему (1)–(3) можно представить в пространстве состояний R
n

как

(Aμ, c) :
ż(t) = A (t, μ) z(t), z ∈ R

n, t ∈ T,
v(t) = c (t) z(t), v ∈ R, t ∈ T,
z(t0) = z0.

(5)

Отождествим систему (5) с парой (Aμ, c), состоящей из матричных функ-
ций A(t, μ) и c(t). Представим матрицу A(t, μ) (4) в виде

A(t, μ) = diag
{
En1 ,

1

μ
En2

}
A(t), A(t) =

(
A1(t) A2(t)

A3(t) A4(t)

)
.(6)

Здесь и далее Ek обозначает единичную k × k-матрицу.
В силу (6) систему (5), определяемую парой матричных функций A(t), c(t)

и малым параметром μ ∈ (0, μ0], отождествим также со множеством {A, c, μ}.
Если параметр μ принимает всевозможные значения из интервала (0, μ0],
то получаем μ-параметрическое семейство систем {A, c}μ0 , которое рассмат-
ривается как единый математический объект, определенный на T × (0, μ0].
Фиксированное μ ∈ (0, μ0] выделяет из семейства {A, c}μ0 конкретную систе-
му (Aμ, c).

Пусть ρ – некоторое положительное число.
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Опр е д е л е н и е 1. Систему дифференциальных уравнений

ẇ(t) = A(t, μ)w(t) +K(t, μ) (v(t) − c(t)w(t)) , w ∈ R
n,(7)

назовем ρ-экспоненциальным наблюдателем полного порядка семейства си-
стем {A, c}μ0 c вектором коэффициентов усиления K(t, μ) и коэффициентом
оценивания cρ(μ) > 0, μ ∈ (0, μ0], если для любого t̄ > t0 ошибка оценивания
ε(t, μ) = z(t, μ)− w(t, μ) удовлетворяет неравенству

||ε(t, μ)|| � cρ(μ) exp(−ρ(t− t̄)), ∀t � t̄,∀μ ∈ (0, μ0].

Метод построения ρ-экспоненциальных наблюдателей для равномерно на-
блюдаемых нестационарных систем с квазидифференцируемыми коэффици-
ентами предложен в [5]. При любом фиксированном μ можно использовать
этот метод для построения наблюдателя ЛНСВС (5). Однако при этом могут
возникнуть следующие проблемы: в общем случае параметры наблюдателя
будут зависеть от малого параметра, который может быть заранее неизве-
стен; при использовании метода из [5] требуется существование канонической
формы Фробениуса и построение соответствующей матрицы преобразования
для зависящей от параметра СВС большой размерности. При этом при μ → 0
матрица преобразования в общем случае будет плохо обусловленной, а эле-
менты канонической формы Фробениуса стремятся к бесконечности. Поэто-
му актуальна разработка методов синтеза робастных по малому параметру
наблюдателей, не использующих знание величины малого параметра и обес-
печивающих «хорошие» оценки состояния при любых достаточно малых его
значениях.

Условия робастной P -равномерной наблюдаемости линейной нестационар-
ной двухтемповой ЛНСВС, необходимые для построения ρ-экспоненциаль-
ных наблюдателей, получены в [31].

Вектор-функцию f (t, μ) на интервале
[
t1,∞)

, такую что существуют по-
стоянные μ∗ > 0, d > 0, такие что евклидова норма ||f (t, μ)|| удовлетворяет
неравенству ||f (t, μ)|| � dμ ∀μ ∈ (0, μ∗], ∀t ∈ [

t1,∞)
, обозначим через O (μ).

Пусть r(t, μ) > 0 – заданная ограниченная на T × (0, μ0] функция.

Опр е д е л е н и е 2. Систему (7) назовем ρ-экспоненциальным наблюда-
телем полного порядка c ограниченной на T × (0, μ0] ошибкой r(t, μ) для
семейства систем {A, c}μ0 , если для любого t̄ > t0 ошибка оценивания
удовлетворяет неравенству ||ε(t, μ)|| � cρ(μ) exp(−ρ(t− t̄)) + r(t, μ), ∀t � t̄,
∀μ ∈ (0, μ0].

Если в (7) K(t, μ) = diag {En1 ,
1
μEn2}K(t), cρ(μ)≡ cρ, μ ∈ (0, μ0], и при

некотором n, n = 1, 2, 3, . . . , верно r(t, μ) = O (μn), t ∈ T , то (7) назовем
робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдателем семей-
ства ЛНСВС (5).

Введенные выше определения согласованы с понятиями из [5, 14, 16, 32].
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Робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный наблюдатель семей-
ства {A, c}μ0 ЛНСВС (5) выполняет равномерное (по μ) асимптотиче-
ское (по t) оценивание вектора состояния (x, y) любой системы семейства
ЛНСВС (5) c ограниченной ошибкой, которая имеет порядок малости не
меньше, чем μ. Его вектор коэффициентов усиления рассчитывается незави-
симо от малого параметра и обеспечивает получение таких оценок состояний
систем семейства ЛНСВС (5), что ошибка оценивания с произвольным напе-
ред заданным экспоненциальным показателем сходится к бесконечно малой
величине порядка малости не менее чем малый параметр.

Зад а ч а 1. Для ЛНСВС (1)–(2) построить робастный μ-асимптоти-
ческий ρ-экспоненциальный наблюдатель. При этом коэффициент усиления
должен выражаться через коэффициенты усиления не зависящих от малого
параметра подсистем, построенных по ЛНСВС (1)–(2) и имеющих размер-
ность меньше исходной.

3. Подсистемы ЛНСВС, их наблюдаемость и наблюдатели

3.1. Подсистемы ЛНСВС и их связь с ЛНСВС

Решение задач анализа и синтеза СВС зачастую упрощается при ис-
пользовании асимптотической декомпозиции СВС на подсистемы меньшей
размерности. В настоящей работе описан конструктивный метод построе-
ния наблюдателей для ЛНСВС, использующий асимптотическую декомпо-
зицию ЛНСВС и реализованный через построение наблюдателей, связанных
с ЛНСВС (1)–(2) [33] не зависящих от параметра μ вырожденной системы
(ВС) и системы погранслоя (СП), которые получаются из сингулярно возму-
щенной системы, если рассмотреть ее отдельно в «быстрой» и «медленной»
временных шкалах при μ = 0.

Пусть det A4 (t) 	= 0, t ∈ T , т.е. рассматривается стандартная ЛНСВС.
Тогда ВС (медленная подсистема) имеет вид

(As, cs) :

ẋs (t) = As (t)xs (t) , xs (0) = x0, vs (t) = cs (t)xs (t) , t ∈ T,

As (t)
Δ
= A1 (t)−A2(t)A

−1
4 (t)A3(t),

cs (t)
Δ
= c1(t)− c2(t)A

−1
4 (t)A3(t),

(8)

и является нестационарной n1-мерной системой. Отождествим ее с парой
(As, cs).

СП (быстрая подсистема) для ЛНСВС (1)–(2) имеет вид

(A4(t0), c2(t0)) :

dyf (τ)

dτ
= A4(t0)yf (τ), vf (τ) = c2(t0)yf (τ),

τ =
t− t0
μ

∈ Tμ
Δ
=

[
0,

t1 − t0
μ

]
,

yf (τ) = y (t0 + μτ)−A−1
4 (t0)A3(t0)x0,

yf (0) = y0 +A−1
4 (t0)A3(t0)x0,

(9)
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и является линейной стационарной n2-мерной системой. Отождествим ее с
парой (A4(t0), c2(t0)).

Наряду со стационарной СП (9) введем t-семейство быстрых подсистем
(A4, c2)(t) вида (9) c A4(t), c2(t) (где t ∈ T – фиксированное значение, рассмат-
ривается как параметр семейства) вместо A4(t0), c2(t0). СП (9) выделяется из
t-семейства быстрых подсистем (A4, c2)(t) при t = t0.

Заметим, что ВС (As, cs) (8) и t-семейство быстрых подсистем (A4, c2)(t)
(9) определяются для всего семейства {A, c}μ0 сразу.

Следующее утверждение, которое следует из [33, теорема 6.1, с. 227], уста-
навливает связь между решениями ЛНСВС (1), (3) и ее подсистем (8), (9).

Утв е ржд е ни е 1. Пусть корни λ (A4 (t)) характеристического урав-
нения det (λEn2 −A4 (t)) = 0 матрицы A4 (t) удовлетворяют неравенству
Reλ (A4 (t)) < −γ < 0 ∀t ∈ T , γ = const > 0; Ai (t), i = 1, 4 непрерывно диф-
ференцируемы на T , Ȧk (t), k = 2, 4, ограничены на T . Тогда существует
μ∗ > 0 такое, что для всех μ ∈ (0, μ∗] функции

x1 (t) = xs (t) , y1 (t) = yf

(
t− t0
μ

)
−A−1

4 (t)A3 (t)xs (t) , t ∈ T,

где xs (t) , yf (t) – решения ВС (8) и СП (9), являются равномерными на
t ∈ T асимптотическими аппроксимациями 1-го порядка решения задачи
(1), (3):

x (t) = x1 (t) +O (μ) , y (t) = y1 (t) +O (μ) , t ∈ T.

3.2. Наблюдаемость подсистем

В настоящей работе при построении наблюдателей для ВС (8) использу-
ется метод, налагающий более слабые требования на гладкость функций по
сравнению с ранее известными, при этом используется понятие квазидиффе-
ренцируемости относительно некоторой нижнетреугольной матрицы Ps, си-
стемы класса {Ps, n1 − 1} и равномерной наблюдаемости ВС. Введем связан-
ные с этим понятия.

Для произвольного целого неотрицательного числа k обозначим че-
рез Uk(T ) совокупность всех нижнетреугольных матриц P (t) размера(
(k + 1)× (k + 1)

)
с непрерывными на T элементами pji(t) (j, i = 0, 1, . . . , k),

удовлетворяющими условию pjj(t) 	= 0 (t ∈ T ), (j = 0, 1, . . . , k). Для про-
извольной матрицы P (t) из множества Uk(T ) и непрерывной функции
w : T → R квазипроизводные j

Pw(t) порядка j (j = 0, 1, . . . , k) относительно
матрицы P (t) определяются по рекуррентным правилам [23]:

0
Pw(t) = p00(t)w(t),

1
Pw(t) = p11(t)

d
(
0
Pw(t)

)
dt

+ p10(t)
(
0
Pw(t)

)
, . . . ,

j
Pw(t)= pjj(t)

d
(j−1
P w(t)

)
dt

+

j−1∑
i=0

pji(t)
(
i
Pw(t)

)
(j = 2, 3, . . . , k).

(10)
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Предполагается, что операции дифференцирования в формулах (10) вы-
полнимы и приводят к непрерывным функциям.

Пусть задана некоторая матрица Ps ∈ Un1(T ). Для ВС (8), следуя [24,
с. 31], введем

Опр е д е л е н и е 3. ВС (As, cs) имеет Ps-класс m, если всякая ее выход-
ная функция vs(t) = vs(t, x0), t ∈ T, имеет непрерывные квазипроизводные
относительно матрицы Ps до порядка m включительно.

Применяя к системе (8) Лемму 2.1 из [24, с. 32] получаем

Утв е ржд е ни е 2. ВС (8) имеет Ps-класс n1− 1 тогда и только тогда,
когда для любого k = 1, . . . , n1−1 существуют и непрерывны вектор-строки

ss0(t) = ps,00(t)cs(t), ssj(t) =

= ps,jj(t)
(
ss,j−1(t)As(t) + ṡs,j−1(t)

)
+

j−1∑
i=0

ps,ji(t)ssi(t).
(11)

В частности, ВС (8) имеет класс {Ps, n1 − 1} относительно (n1 × n1)-мат-
рицы Ps вида (18) из [5], построенной по параметрам ВС (8).

Опр е д е л е н и е 4. ВС (As, cs) (8) класса {Ps, n1 − 1} называется Ps-рав-
номерно наблюдаемой на отрезке T , если при любом x0 ∈ R

n1 отображение

xs(t) →
(
0
Ps
vs(t),

1
Ps
vs(t), . . . , n1−1

Ps
vs(t)

)
, vs(t) = vs(t, x0)

инъективно для каждого t ∈ T .

Опр е д е л е н и е 5. Назовем t-семейство быстрых подсистем (A4, c2)(t)
(9) полностью наблюдаемым на Tμ, если любая подсистема из t-семейства
(t ∈ T ) полностью наблюдаема [34, c. 68; 24, c. 29].

Пусть ВС (As, cs) (8) имеет Ps-класс n1 − 1. Определим (n1 ×n1)-матрицу
наблюдаемости ВС (As, cs):

SPs(t) =

⎛
⎜⎜⎝

ss0(t)
ss1(t)
. . . . . .

ss,n1−1(t)

⎞
⎟⎟⎠ , (t ∈ T ),

где n1-вектор-строки ssj(t), j = 1, 2, . . . определяются по формулам (11) и
(n2 ×n2)-матрицу наблюдаемости t-семейства быстрых подсистем (A4, c2)(t):

Sf (t) =

⎛
⎜⎜⎝

sf0(t)
sf1(t)
. . . . . .

sf,n2−1(t)

⎞
⎟⎟⎠ , (t ∈ T ),(12)

где n2-вектор-строки sf0(t), sf1(t), . . . определяются по формулам

sfj(t) = sf,j−1(t)A4(t), sf0(t) = c2(t).(13)
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Применяя к ВС (8) и t-семейству быстрых подсистем (9) условия из [34,
c. 68; 35, c. 89], получаем

Утв е ржд е ни е 3. ВС (8) Ps-класса n1 − 1 является Ps-равномерно на-
блюдаемой на T тогда и только тогда, когда rankSPs(t) = n1 для любого
t ∈ T .

Утв е ржд е ни е 4. t-Cемейство быстрых подсистем (A4, c2)(t) (9) пол-
ностью наблюдаемо тогда и только тогда, когда rankSf (t) = n2 для любого
t ∈ T .

3.3. Наблюдатели подсистем

Пусть ρs, ρf – некоторые положительные числа.

Опр е д е л е н и е 6. Систему дифференциальных уравнений

ẇs(t) = As(t)ws(t) + ks(t) (vs(t)− cs(t)ws(t)) , ws ∈ R
n1 , t > t0,(14)

назовем ρs-экспоненциальным наблюдателем ВС (As, cs) (8) с вектором ко-
эффициентов усиления ks(t) и константой оценивания cρs > 0, если ошиб-
ка оценивания εs(t) = xs(t)− ws(t) удовлетворяет неравенству ||εs(t)|| �
� cρs exp(−ρs(t− t̄)), t � t̄, для любого t̄ > t0.

Опр е д е л е н и е 7. Систему дифференциальных уравнений

dwf (τ)

dτ
= A4(t)wf (τ) + kf (t) (vf (τ)− c2(t))wf (τ)) ,

wf ∈ R
n2 , τ > 0, t ∈ T,

(15)

назовем ρf -экспоненциальным наблюдателем t-семейства быстрых подсис-
тем (A4, c2)(t) с вектором коэффициентов усиления kf (t) и кон-
стантой оценивания cρf > 0, если для любой системы t-семейства
(∀t ∈ T ) ошибка εf (τ) = yf (τ)− wf (τ) удовлетворяет неравенству ||εf (τ)|| �
� cρf exp(−ρf (τ − τ̄)), τ � τ̄ , для любого τ̄ > 0.

Обозначим через L(n1) множество всех обратимых непрерывно дифферен-
цируемых на T (n1×n1)-матриц, ограниченных на T вместе со своими обрат-
ными. Множество L(n1) является группой Ляпунова [36]. Действие группы
L(n1) на паре (A, c), состоящей из (n1×n1)-матричной функции и n1-вектор-
строки с непрерывными на T элементами, зададим правилом [24, с. 42]

G ∗ (A, c) =
(
G−1AG−G−1Ġ, cG

)
, G ∈ L(n1).(16)

Используя [5, 31], несложно убедиться в справедливости следующих
утверждений.
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Утв е ржд е ни е 5. Если для некоторой Ps ∈ Un1(T ) ВС (8) Ps-равно-
мерно наблюдаема и для нее существует каноническая форма Фробениу-
са (A0

s, c
0
s)

A0
s (t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 . . . 0 α0

1 0 0 . . . 0 α1

0 1 0 . . . 0 α2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 αn1−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , c0s (t) = (0, 0, . . . , 0, 1)′(17)

относительно действий группы Ляпунова L(n1), то для любого ρs > 0 су-
ществует ρs-экспоненциальный наблюдатель (14).

Утв е ржд е ни е 6. Если cемейство быстрых подсистем (9) полностью
наблюдаемо, то для любого ρf > 0 существует ρf -экспоненциальный наблю-
датель (15).

Наблюдатели для ВС (8) и t-семейства (9) можно построить, применяя
метод построения ρ-экспоненциальных наблюдателей из [5, Теорема 5].

3.3.1. Схема построения ρ-экспоненциального наблюдателя
для нестационарной ВС (8)

1. Пусть ВС (8) равномерно наблюдаема (утверждение 3) и для нее суще-
ствует каноническая форма Фробениуса (A0

s, c
0
s) относительно действий груп-

пы Ляпунова L(n1) [24, с. 69]. Обозначим через αs(t) = (α0, α1, . . . , αn1−1)
′

n1-вектор-столбец коэффициентов матрицы A0
s(t).

2. Находим преобразование Gs(t) ∈ L(n1), для которого справедливо
Gs ∗ (As, cs) = (A0

s, c
0
s).

Заметим, что для построения канонической формы Фробениуса и соответ-
ствующей матрицы преобразования Gs(t) из группы Ляпунова L(n1) можно
использовать метод, описанный в [5; 24, c. 81]

3. Выберем действительные числа λ1, . . . , λn1 , удовлетворяющие для за-
данного ρ > 0 неравенству λi < −ρ, i = 1, . . . , n1.

4. Построим многочлен (ξ − λ1)(ξ − λ2) · · · (ξ − λn1) = ξn1 − βn1−1ξ
n−1 − · · ·

· · · − β1ξ − β0 и пусть βs = (β0, β1, . . . , βn1−1)
′ – n1-вектор-столбец.

5. Рассчитаем вектор коэффициентов усиления ks(t) для наблюдателя ВС
(14):

ks(t) = Gs(t)
(
αs(t)− βs

)
.(18)

3.3.2. Схема построения ρ-экспоненциального наблюдателя
для t-семейства стационарных быстрых подсистем

1. Пусть t-семейство быстрых подсистем (9) полностью наблюдаемо
(утверждение 4). Под канонической формой Фробениуса (A0

f , c
0
f ) t-семей-
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ства (9) будем понимать совокупность систем, каждая из которых являет-
ся канонической формой Фробениуса соответствующей быстрой подсисте-
мы. Чтобы найти ее, построим характеристический полином t-семейства (9).
При каждом t ∈ T его коэффициенты задают вектор αf (t) = (α0(t), α1(t), . . .
. . . , αn2−1(t))

′ коэффициентов канонической формы Фробениуса соответст-
вующей быстрой подсистемы.

2. Рассчитаем матрицу перехода к канонической форме Фробениуса для
t-семейства быстрых подсистем: Gf (t) = S−1

f (t)S0
f (t), где Sf (t) и S0

f (t) – мат-
рицы наблюдаемости t-семейства быстрых подсистем и его канонической
формы Фробениуса, рассчитанные по формулам (12), (13) с матрицами
A4(t), c2(t) и A0

f (t), c
0
f (t) соответственно.

3. Выберем действительные числа λ1, . . . , λn2 , удовлетворяющие для за-
данного положительного числа ρ неравенству λi < −ρ, i = 1, . . . , n2.

4. Образуем n2-вектор βf = (β0, β1, . . . , βn2−1)
′ с постоянными элементами

такой, что (ξ − λ1)(ξ − λ2) · · · (ξ − λn2) = ξn1 − βn1−1ξ
n−2 − · · · − β1ξ − β0.

5. Рассчитаем вектор коэффициентов усиления kf (t) для наблюдателя
t-семейства СП (15):

kf (t) = Gf (t) (αf (t)− βf ) .(19)

Заметим, что определенная таким образом функция kf (t), t ∈ T, наследует
свойства гладкости и непрерывности функций αf (t), а значит и коэффици-
ентов A4(t), c2(t) t-семейства быстрых подсистем.

4. Композитный наблюдатель ЛНСВС

4.1. Робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный
наблюдатель ЛНСВС

Пусть ρ > 0 задано.

Те ор ем а 1. Пусть
(i) для некоторой матрицы Ps ∈ Un1(T ) выполнены условия утвержде-

ний 2, 3 и ВС (As, cs) (8) обладает канонической формой Фробениуса отно-
сительно действия группы Ляпунова L(n1);

(ii) для ВС (8) построен ρ-экспоненциальный наблюдатель с вектором
коэффициентов усиления ks(t) (18) и константой оценивания cρs ;

(iii) выполнены условия утверждения 4;
(iv) для t-семейства быстрых подсистем (A4, c2)(t) (9) построен μ0ρ-экс-

поненциальный наблюдатель с вектором коэффициентов усиления kf (t) (19)
и константой оценивания cρf ;

(v) матричные функции

Ã1(t) = A1(t)− k1(t)c1(t), Ã2(t) = A2(t)− k1(t)c2(t),

Ã3(t) = A3(t)− k2(t)c1(t), Ã4(t) = A4(t)− k2(t)c2(t),
(20)
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где

k1(t) = A2(t)A
−1
4 (t)kf (t) + ks(t)[En2 − c2(t)A

−1
4 (t)kf (t)],

k2(t) = kf (t),
(21)

непрерывно дифференцируемы и ограничены, производные функций Ãi(t), i =
= 2, 3, 4, ограничены на T ;

(vi) Reλ(Ã4(t)) � −γ1 < 0, γ1 = const > 0, ∀t � t0.
Тогда существует μ∗ ∈ (0, μ0] такое, что система

ẇx(t) = Ã1(t)wx(t) + Ã2(t)wy(t) + k1(t)v(t), wx ∈ R
n1 , wy ∈ R

n2 ,

μẇy(t) = Ã3(t)wx(t) + Ã4(t)wy(t) + k2(t)v(t), t > t0,

wx(0) = 0, wy(0) = 0,

(22)

является робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдате-
лем семейства {A, c}μ∗ ЛНСВС (5).

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.
Заметим, что требование существования канонической формы Фробениу-

са для ВС ослабляет требование существования канонической формы Фро-
бениуса для исходной ЛНСВС. Например, система вида ẋ(t) = |t− 1|x(t)+
+(1− |t− 1|)y(t), μẏ(t) = tx(t)− ty(t), v(t) = y(t) не обладает канонической
формой Фробениуса [24, с. 73, теорема 3.4]. Вместе с тем ВС ẋs(t) = xs(t),
vs(t) = xs(t), для этой системы имеет вид канонической формы Фробениуса.
Для t-семейства стационарных быстрых подсистем каноническая форма Фро-
бениуса существует всегда при выполнении условия полной наблюдаемости
(утверждение 4). Для приведенного здесь примера СП имеет вид d

dτ yf (τ) =
= −t yf(τ), vf (τ) = yf (τ) и является полностью наблюдаемой.

4.2. Aлгоритм построения робастного μ-асимптотического
ρ-экспоненциального наблюдателя ЛНСВС (5)

Из доказательства теоремы 1 (см. Приложение) вытекает следующий ал-
горитм.

1. Строим ВС (8) и проверяем выполнение условий (i) теоремы 1. Если они
не выполнены ни для одной Ps, то ВС не является равномерно наблюдаемой
и, значит, для нее не существует канонической формы Фробениуса. Заметим,
что одна из матриц Ps, для которых выполняются условия утверждения 2, –
это матрица Ps вида (18) из [5], которая строится по параметрам ВС (8).

2. Строим t-семейство быстрых подсистем (9) и проверяем выполнение
условий (iii) теоремы 1.

3. Задаем желаемую величину скорости экспоненциального убывания оши-
бок наблюдения ρ > 0.

4. Вычисляем вектор коэффициентов усиления ks(t) ρ-экспоненциального
наблюдателя для ВС (8) по формуле (18) (п. 3.3.1).
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5. Вычисляем вектор коэффициентов усиления kf (t) μ0ρ-экспоненциаль-
ного наблюдателя для t-семейства быстрых подсистем (9) по формуле (19)
(п. 3.3.2).

6. Рассчитываем по формулам (21) коэффициенты k1(t), k2(t).
7. Проверяем выполнение условий (v) и (vi) теоремы 1.
8. Формируем композитный наблюдатель (22).

5. Редуцированные наблюдатели ЛНСВС

Состояние наблюдателя (22) приближается к O(μ)-аппроксимации состоя-
ния ЛНСВС (5) с экспоненциальной скоростью ρ, которую можно выбрать
произвольно. Однако если значение малого параметра μ очень мало или неиз-
вестно, то практически реализовать наблюдатель (22) затруднительно. В свя-
зи с этим целесообразно оценивать состояние исходной системы с помощью
системы, не имеющей «быстрых» режимов наблюдателя (22).

Аналогично [16] введем два редуцированных наблюдателя ЛНСВС.
Согласно первому подходу для ВС (8) исходной ЛНСВС (5) строится

асимптотический наблюдатель Люенбергера (14). В [16] для стационарных
СВС доказано, что если матрицы ВС (8) и СП (9) гурвицевы и ВС наблю-
даема, то асимптотический наблюдатель ВС является μ-асимптотическим на-
блюдателем исходной ЛССВС. Следуя схеме доказательства теоремы 4 из [16]
с использованием Теоремы 6.1. [33, с. 227], аналогичный результат можно до-
казать для ЛНСВС.

Те ор ем а 2. Пусть выполнены условия утверждений 1, 5. Тогда суще-
ствует μ∗ > 0 такое, что система

ẇsx(t) = (As(t)− ks(t)cs(t))wsx(t) + ks(t)v(t),

wsy = −A−1
4 (t)A3(t)wsx(t), t > t0,

wsx ∈ R
n1 , wsy ∈ R

n2 , wsx(0) = 0,

(23)

является робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдате-
лем семейства {A, c}μ∗ ЛНСВС (5).

Согласно второму подходу строится вырожденная система для наблюда-
теля (22), которая и принимается за наблюдатель исходной ЛНСВС (5).

Те ор ем а 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда существует
μ∗ > 0 такое, что система

ẇxs(t) =
(
Ã1(t)− Ã2(t)Ã

−1
4 (t)Ã3(t)

)
wxs(t) +

(
k1(t)− Ã2(t)Ã

−1
4 (t)k2(t)

)
v(t),

wys(t) = −Ã−1
4 (t)Ã3(t)wxs(t)− Ã−1

4 (t)k2(t)v(t), t > t0,(24)
wxs ∈ R

n1 , wys ∈ R
n2 , wxs(0) = 0,

является робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдате-
лем семейства {A, c}μ∗ ЛНСВС (5).
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6. Примеры

Рассмотрим численные примеры, иллюстрирующие применение предло-
женного метода построения робастных μ-асимптотических ρ-экспоненциаль-
ных наблюдателей ЛНСВС. Практическая реализация метода использует из-
ложенный в разделе 4.2 (пп. 1–8) алгоритм построения робастного μ-асимпто-
тического ρ-экспоненциального наблюдателя ЛНСВС (5) и схемы построения
ρ-экспоненциальных наблюдателей для подсистем из разделов 3.3.1 и 3.3.2.

Прим ер 1. Рассмотрим ЛНСВС

ẋ1(t) = (α(t) − 1)x2(t) + (2 − α(t))y(t), ẋ2(t) = −x1(t)− x2(t),

μẏ(t) = x2(t)− y(t), v(t) = y(t), t ∈ T,
(25)

матрицы которой имеют вид: A1(t) =

(
0 α(t)− 1
−1 −1

)
, A2(t) =

(
2−α(t)

0

)
,

A3(t) =
(
0 1

)
, A4(t) =

( −1
)
, c1(t) =

(
0 0

)
, c2(t) =

(
1
)
и функция α(t)

ограничена и непрерывно дифференцируема на T с ограниченной производ-
ной.

1. Вырожденная система для ЛНСВС (25):

ẋs1(t) = xs2(t), ẋs2(t) = −xs1(t)− xs2(t), vs(t) = xs2(t),(26)

где As =

(
0 1
−1 −1

)
, cs =

(
0, 1

)
, стационарная и имеет невырожденную

матрицу наблюдаемости Ss(t) =

(
0 1
−1 −1

)
, значит, для ВС (26) существу-

ет каноническая форма Фробениуса и согласно утверждению 3 выполнено
условие (i) теоремы 1.

Преобразование (16) ВС (26) с помощью матрицы Gs(t) =

( −1 0
0 1

)
при-

водит к канонической форме Фробениуса (A0
s, c

0
s), A0

s(t) =

(
0 −1
1 −1

)
, c0s(t) =

= (0, 1), где αs(t) = (−1, −1)′.
2. t-семейство быстрых подсистем для ЛНСВС (25)

dỹ(τ)

dτ
= −ỹ(τ), ṽf (τ) = ỹ(τ), t ∈ T,(27)

имеет матрицу наблюдаемости Sf (t) = (1), rank Sf (t) = 1,∀t ∈ T, значит,
согласно утверждению 4 выполнено условие (iii) теоремы 1.

3. Зададим скорость экспоненциального убывания ошибок наблюдателя:
ρ = 2.

4. Возьмем λi = −3, i = 1, 2, рассчитаем βs = (−9,−6)′ и ks(t) = (−8, 5)′.
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Рис. 1. Динамика ошибок композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (25).
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Рис. 2. Динамика ошибок редуцированных наблюдателей (29) и (30).

5. Семейство быстрых подсистем (27) уже имеет Фробениусову фор-
му с αf = (−1), поэтому Gf (t) = 1. Выберем λf = −3, тогда βf = (−3) и
kf (t) = (2).

6. Рассчитаем коэффициенты (21): k1(t) = (2α(t)− 28, 15)′, k2 = (2).

7. Матричные функции (20) Ã1(t) = A1(t), Ã2(t) = (−3α(t) + 30, −15)′,
Ã3(t) = (0, 1), Ã4(t) = (−3) для ЛНСВС (25) удовлетворяют условиям (v), (vi)
теоремы 1.

8. Окончательно робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный ком-
позитный наблюдатель полного порядка (22) для ЛНСВС (25) при ρ = 2 при-
мет вид:

ẇx1(t) = (α(t)− 1)wx2(t)− 3(α(t) − 10)wy(t) + 2(α(t) − 14)v(t),

ẇx2(t) = −wx1(t)− wx2(t)− 15wy(t) + 15v(t),

μẇy(t) = wx2(t)− 3wy(t) + 2v(t).

(28)

На рис. 1, 2 и в табл. 1 продемонстрированы результаты численных экс-
периментов с моделью (25) с начальными условиями x1(0) = 1, x2(0) = 0,
y(0) = 0, при α(t) = sin(t), которые выполнены средствами Wolfram
Mathematica.
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Таблица 1. Интегральная норма ошибок наблюдателя (28),
α(t) = sin(t)

μ = 0,5 μ = 0,1 μ = 0,01

||εx1||1 0,6755937 0,668459 0,666458
||εx2||1 0,112656 0,111410 0,111141
||εy||1 0,037552 0,0371366 0,030469

На рис. 1 изображена динамика ошибок εx1 (толстая), εx2 (тонкая), εy
(пунктир) композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (25) при μ = 0,01.
Рисунок 1,а соответствует выбору λi = −3, рис. 1,б соответствует λi = −6
и демонстрирует изменение динамики ошибок наблюдателя при увеличении
показателя экспоненциального убывания.

Для сравнения качества оценивания при различных значениях малого па-
раметра, рассчитаем интегральную норму ошибок наблюдателя (28) на ин-
тервале [0, 30] (табл. 1).

Сравнение оценок ошибок из табл. 1 подтверждает, что при уменьшении
значения μ уменьшается ошибка оценивания.

Редуцированный наблюдатель (23) для ЛНСВС (25) имеет вид

ẇsx1(t) = 9wsx2(t)− 8v(t),

ẇsx2(t) = −wsx1(t)− 6wsx2(t) + 5v(t),

wsy = wsx2(t), wsx1(0) = 0, wsx2(0) = 0.

(29)

Редуцированный наблюдатель (24) для ЛНСВС (25) имеет вид

ẇxs1(t) = 9wxs2(t)− 8v(t), wxs1(0) = 0,

ẇxs2(t) = −wxs1(t)− 6wxs2(t) + 5v(t), wxs2(0) = 0,

wys(t) =
1

3
wxs2(t) +

2

3
v(t).

(30)

Динамика ошибок εx1 (толстая), εx2 (тонкая), εy (пунктир) редуцирован-
ных наблюдателей (29) и (30) для ЛНСВС (25) при α(t) = sin(t), μ = 0,01,
λi = −3 представлена на рис. 2: 2,а для наблюдателя (29) и 2,б для наблюда-
теля (30).

Прим ер 2. Рассмотрим ЛНСВС

ẋ1 (t) =

(
ϕ(t) − γ̇(t)

γ(t)
− δ(t)

)
x1 (t) + ζ(t)x2 (t) + δ(t)y (t) ,

ẋ2 (t) = (γ(t)− α(t)) x1 (t) + ξ(t)x2 (t) + α(t)y (t) ,

μẏ (t) = x1 (t)− y(t),

v(t) = −x1(t) + x2(t) + y(t), t ∈ T,

(31)
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где ϕ(t) = sin(t)+1, γ(t) = sin(t)+2, δ(t) = sin(t)+1− cos(t)
sin(t)+2 , ξ = − sin(t)−1,

ζ = cos(t), α(t) не является дважды непрерывно дифференцируемой хотя бы
в одной точке t ∈ T .

Система (31) в виде (1)–(2) имеет параметры n1 = 2, n2 = m = 1 и матрицы

A1 =

⎛
⎝ ϕ(t) − γ̇(t)

γ(t)
− δ(t) ζ(t)

γ(t)− α(t) ξ(t)

⎞
⎠ , A2 =

(
δ(t)

α(t)

)
,

A3 =
(
1 0

)
, A4 =

( −1
)
, C1 =

( −1 1
)
, C2 =

(
1
)
.

Для ЛНСВС (31) матричная функция A(t, μ) (4) не является дважды
непрерывно дифференцируемой и для такой системы не существует классиче-
ской матрицы наблюдаемости. Поэтому построение наблюдателя по схеме [5]
непосредственно для ЛНСВС (31) невозможно. Однако, как показано ниже,
для системы (31) можно построить наблюдатель (22).

1. ВС (8) для ЛНСВС (31)

˙̄x1 (t) =

(
ϕ(t)− γ̇(t)

γ(t)

)
x̄1 (t) + ζ(t)x̄2 (t) ,

˙̄x2 (t) = γ(t)x̄1 (t) + ξ(t)x̄2 (t) ,

v̄s(t) = x̄2 (t) , t ∈ T,

(32)

имеет класс {E2, 2}. Для ВС (32) определена классическая матрица наблю-

даемости: SE2(t) =

(
0 1
γ ξ

)
. Так как rank SE2(t) = 2 = n1,∀t ∈ T , то соглас-

но утверждению 3 ВС (32) равномерно наблюдаема и выполнено условие (i)
теоремы 1.

2. t-семейство быстрых подсистем для ЛНСВС (31) совпадает с (27), зна-
чит, выполнено условие (iii) теоремы 1.

3. Зададим скорость экспоненциального убывания ошибок наблюдателя:
ρ = 2.

4. Выберем λi = −3, рассчитаем βs = (−9,−6)′.

5. Преобразование (16) ВС (32) с помощью матрицы Gs(t) =

(
1
γ

ϕ
γ

0 1

)
при-

водит к канонической форме Фробениуса (17) с αs(t) = (−ϕ̇−ξϕ+ζγ, ϕ+ξ)′.
Рассчитанные векторы коэффициентов усиления для подсистем:

ks(t) =

(
γ−1

(
9 + 6ϕ+ ϕ2 − φ̇

)
+ ζ

6 + ξ + ϕ

)
, kf = (2).

6. По (21) имеем: k1(t) =

(
−2δ + 3ζ + 3γ−1

(
(ϕ+ 3)2 − ϕ̇

)
−2α+ 3(6 + ξ + ϕ)

)
, k2(t) = (2).
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Рис. 3. Динамика ошибок композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (31).

7. Матричные функции (20)

Ã1(t) =

=

(
3(ζ− δ)+ϕ+γ−1(3(ϕ+3)2 − γ̇−3ϕ̇) 2(δ− ζ)−3γ−1((ϕ+3)2 − ϕ̇)

−3α+γ+3(6+ ξ+ϕ) 2α+ ξ−3(6+ ξ+ϕ)

)
,

Ã2(t) =

(
3δ − 3ζ − 3γ−1

(
(ϕ+ 3)2 − ϕ̇

)
3α − 3(6 + ξ + ϕ)

)
, Ã3(t) =

(
3 −2

)
,

Ã4(t) =
( −3

)
для ЛНСВС (31) удовлетворяют условиям (v), (vi) теоремы 1.

8. Согласно теореме 1 робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный
композитный наблюдатель полного порядка для ЛНСВС (31) с параметрами
из п. 6 при ρ = 2 имеет вид (22) с рассчитанными в п. 6 коэффициентами
k1(t), k2(t).

На рис. 3 изображена динамика ошибок εx1 (толстая), εx2 (тонкая), εy
(пунктир) композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (31) с начальными
условиями x1(0) = 1, x2(0) = 0, y(0) = 1 при μ = 0,01.

7. Заключение

Предложенный метод синтеза наблюдателей состояний ЛНСВС позволяет
разбить задачу на решение независимых подзадач синтеза наблюдателей для
систем меньшей размерности, часть из которых является стационарными,
обеспечить робастность наблюдателей по малому параметру и существенно
ослабить известные требования на гладкость коэффициентов. Вектор коэф-
фициентов усиления композитного наблюдателя выражен через коэффициен-
ты усиления не зависящих от малого параметра подсистем, соответствующих
разделению временных масштабов. Ошибка оценивания состояния с произ-
вольным наперед заданным показателем экспоненциального убывания схо-
дится к бесконечно малой величине того же порядка малости, что и малый
параметр.
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Теорема 1 дает достаточные условия существования робастного μ-асимп-
тотического ρ-экспоненциального наблюдателя ЛНСВС. Построены μ-асимп-
тотические композитные наблюдатели (22) полного и (23), (24) редуцирован-
ного порядков. Приведен конструктивный алгоритм рассчета вектора коэф-
фициентов усиления (18), (19), (21) композитного наблюдателя, даны иллю-
стративные примеры.

При построении робастного μ-асимптотического ρ-экспоненциального на-
блюдателя ЛНСВС ρ выбирается так, чтобы обеспечить желаемую скорость
сходимости ошибок наблюдения в O(μ)-окрестность нуля.

Заметим, что при построении μ-асимптотического ρ-экспоненциального
наблюдателя ЛНСВС не требуется существования канонической формы Фро-
бениуса и квазидифференцируемости выходных функций исходной ЛНСВС.

Полученные результаты могут быть использованы при проектирова-
нии систем управления, идентификации и диагностики динамических си-
стем, описываемых линейными нестационарными сингулярно возмущенными
системами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
Из (i) следует, что ВС (As, cs) (8) равномерно наблюдаема и для нее

существует ρ-экспоненциальный наблюдатель. При выполнении предполо-
жения (iii) существует μ0ρ-экспоненциальный наблюдатель для t-семейства
быстрых подсистем (9).

Будем искать наблюдатель полного порядка для ЛНСВС (5) в виде дина-
мической системы (7). Вектор коэффициентов усиления K(t, μ) будем искать
в виде

K(t, μ) = diag
{
En1 ,

1

μ
En2

}(
k1(t)
k2(t)

)
, k1(t) ∈ R

n1 , k2(t) ∈ R
n2 ,

где k1(t), k2(t) пока не определены. Тогда наблюдатель (7) примет вид (22),
а уравнения динамики ошибок εx(t, μ) = x(t, μ)− wx(t, μ), εy(t, μ) = y(t, μ)−
−wy(t, μ) для наблюдателя (22) будут иметь вид

ε̇x(t) = Ã1(t)εx(t) + Ã2(t)εy(t), εx ∈ R
n1 ,

με̇y(t) = Ã3(t)εx(t) + Ã4(t)εy(t), εy ∈ R
n2 , t > t0.

(Π.1)

Поскольку система динамики ошибок наблюдения (Π.1) имеет вид ЛНСВС
(1)–(2), то при выполнении предположений теоремы (v), (vi) для системы
ошибок (Π.1) выполнены условия теоремы 3.1 из [33, с. 212] и, значит, суще-
ствует расщепляющее Ляпуновское преобразование вида (3.4) из [33, с. 210]
с непрерывно дифференцируемыми ограниченными на T матрицами L̃(t, μ),
H̃(t, μ), которые удовлетворяют следующей системе (чтобы не загромождать
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запись, зависимость функций от аргумента t в некоторых местах будем опус-
кать):

Ã3 − Ã4L̃(μ) + μL̃(μ)
(
Ã1 − Ã2L̃(μ)

)
= μ ˙̃L(μ),(Π.2)

μ
[
Ã1 − Ã2L̃(μ)

]
H̃(μ)− H̃(μ)

[
Ã4 + μL̃(μ)Ã2

]
+ Ã2 = μ ˙̃H(μ).(Π.3)

Из (Π.2), (Π.3) с учетом (i), (vi) имеем аппроксимацию:

L̃ (t, μ) = A−1
4 (t) k2(t)c2(t)L̃(t, μ)Ã3(t) +O(μ),

L̃(t, μ) = Ã−1
4 (t)Ã3(t) +O(μ),

H̃ (t, μ) =
(
H̃ (t, μ) k2(t)c2(t) + Ã2(t)

)
A−1

4 (t) +O(μ),

H̃ (t, μ) = Ã2(t)Ã
−1
4 (t) +O(μ).

(Π.4)

В результате расщепляющего преобразования система динамики ошибок
(Π.1) примет вид разделенной по временным шкалам системы:

ε̇ξ(t) = Aξ(t, μ)εξ(t), εξ ∈ R
n1 ,

με̇η(t) = Aη(t, μ)εη(t), εη ∈ R
n2 , t > t0,

(Π.5)

где

Aξ(t, μ) = Ã1(t)− Ã2(t)L̃(t, μ), Aη(t, μ) = Ã4(t) + μL̃(t, μ)Ã2(t).(Π.6)

При этом согласно утверждению 1 для решений (Π.1) и (Π.5) справедливы
равенства:

εξ(t) = εx(t) +O(μ), εx(t) = εξ(t) +O(μ),

εη(t) = Ã−1
4 (t)Ã3(t)εx(t) + εy(τ) +O(μ),

εy(t) = −Ã−1
4 (t)Ã3(t)εξ(t) + εη(τ) +O(μ).

(Π.7)

Положим

k2(t) = kf (t)(Π.8)

и будем искать k1(t) в виде

k1(t) = ks(t) + H̃0(t)k2(t), H̃0(t) = (A2(t)− ks(t)c2(t))A
−1
4 (t).(Π.9)

Подставим (Π.9), (Π.8) в (Π.6) и выполним последовательно преобразова-
ния:

Aξ(μ)
(Π.9)
= A1 −

(
ks + H̃0k2

)
c1 −

(
A2 −

(
ks + H̃0k2

)
c2

)
L̃(μ) =

=
(
A1 −A2L̃(μ)

)
−
(
ks + H̃0k2

)(
c1 − c2L̃(μ)

)
=
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(Π.4)
= A1 −A2A

−1
4

(
k2c2L̃(μ) +A3 − k2c1

)
−

−
(
ks + H̃0k2

) [
c1 − c2A

−1
4

(
k2c2L̃(μ) +A3 − k2c1

)]
+O(μ) =

(As,cs)
= As − kscs +

(
−A2 + ksc2 + H̃0k2c2

)
A−1

4 k2c2L̃(μ) +

+
(
A2 − ksc2 − H̃0A4

)
A−1

4 k2c1 + H̃0k2c2A
−1
4 (A3 − k2c1) +O(μ) =

(Π.9)
= As − kscs + H̃0k2c2A

−1
4

(
A4L̃(μ) + k2c2L̃(μ)− k2c1 +A3

)
+O(μ) =

(Π.4)
= As − kscs +O(μ).

Таким образом, для Aξ(t, μ) при k1(t), k2(t) вида (Π.9), (Π.8) справедлива
аппроксимация:

Aξ(t, μ) = As(t)− ks(t)cs(t) +O(μ).(Π.10)

Далее, из (Π.6) следует

Aη(t, μ) = (A4(t)− k2(t)c2(t)) +O(μ).(Π.11)

Таким образом, объединяя (Π.10) и (Π.11), из (Π.5) получаем:

ε̇ξ(t) = (As(t)− ks(t)cs(t) +O(μ)) εξ(t),

με̇η(t) = (A4(t)− k2(t)c2(t) +O(μ)) εη(t), t > t0.
(Π.12)

Поскольку в (Π.12) ks(t), k2(t) – это коэффициенты усиления для наблю-
дателя (14) ВС (8) и наблюдателя (15) семейства СП (9), то параметры си-
стемы ошибок (Π.12) O(μ) – близки к параметрам системы динамики оши-
бок для наблюдателей ВС и t-семейства быстрых подсистем с векторами ко-
эффициентов усиления ks и kf соответственно. Поэтому в силу непрерыв-
ной зависимости решения (Π.12) от аддитивных возмущений коэффициен-
тов системы справедливы оценки ||εξ(t)|| � cρs exp (−ρ(t− t̄)) +O(μ), t � t̄,
||εη(t)|| � cρf exp

(
−μ0ρ (t−t̄)

μ

)
+O(μ), t � t̄, откуда с учетом (Π.7) вытекает

справедливость оценок

||εx(t)|| � cρs exp(−ρ(t− t̄)) +O(μ), t � t̄,

||εy(t)|| � cρs ||Ã−1
4 (t)Ã3(t)|| exp(−ρ(t− t̄)) + cρf exp

(
−μ0ρ

(
t− t̄

μ

))
+O(μ),

t � t̄.

Пусть cρ = max{cρs , cρf , cρs ||Ã−1
4 (t)Ã3(t)||}. При μ ∈ (0, μ0] имеет место

оценка exp
(
−μ0ρ

(
t−t̄
μ

))
< exp (−ρ (t− t̄)), t � t̄, откуда следует справедли-

вость оценок ||ε(t, μ)|| � cρ exp(−ρ(t− t̄)) +O(μ), t � t̄, и согласно определе-
нию 7 и из совпадения (Π.9) и (21) – справедливость теоремы 1.

Благодарю профессора Астровского А.И. за ценные советы и указания,
высказанные в процессе обсуждения материала этой работы.
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